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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

c) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4, UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 
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Objetivos 


El objetivo principal de esta unidad es presentar el concepto de 
morfismo y la terminología necesaria para expresarlo. 


Después de estudiar esta unidad, usted debe ser capaz de: 


(1) 
(ii) 


(iii) 


(iv) 

(v) 
(vi) 
(vii) 


(viii) 


(ix) 


explicar las razones por las que adoptó las definiciones enu- 
meradas en el glosario; 

verificar una operación binaria dada por asociatividad y con- 
mutatividad; 

verificar dos operaciones binarias dadas por distributividad; 
verificar una función dada y una operación binaria por com- 
patibilidad, y por tanto, para la existencia de un morfismo; 
establecer si un morfismo dado es un homomorfismo o un 
isomorfismo; 

determinar la operación binaria inducida sobre un conjunto 
imagen; 

determinar la aplicación inversa para un morfismo dado; 
aplicar el análisis dimensional a problemas simples; 

hacer ejemplos de morfismos que no sean los que se dan en 
el texto. 
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Glosario 


APLICACION 


COMPATIBLE 


DIAGRAMA 
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DIMENSIONES 
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Un subconjunto de Px Q define una aplicación 
de Pa Q si todo elemento de P aparece como 
primer término de al menos un par ordenado 
del subconjunto. 


Una función f, con dominio A, y una opera- 
ción binaria e. sobre A son compatibles, si 
siempre que 


Ffla,) = faz) 


Faz) = fas) 


entonces 


fía, az) = fla, e as) 
4,, 47, 03, 44€ A. 


Un diagrama conmutativo es un diagrama 
por medio del cual conjuntos o elementos se 
unen con flechas (que representan operaciones 
o funciones) en el cual diferentes trayectorias 
que parten de un mismo punto tienen el mis- 
mo punto final. 


La dimensión de una cantidad física en el 
contexto de su unidad son los símbolos 


M PT 
donde M, L, T son masa, longitud y tiempo, 


respectivamente y «a, f, y tienen valores nu- 
méricos apropiados. 


Un subconjunto de P x Q define una función 
de Pa Q si cada elemento de P aparece en el 
primer término de un par ordenado del sub- 
conjunto una y solamente una vez. 


Un homomorfismo es un morfismo para el 
cual la función f es varios a uno. 


Un ¿somorfismo es un morfismo para el cual 
la función f es uno a uno. 
Un modelo matemático es una estructura ma- 


temática que representa ciertos rasgos especí- 
ficos del mundo físico. 


Un morfismo es una función f:(A, o) — (f(4), 
DO) tal que 
fla,) Df(a,) = fla, e az) 


para todo a,, a,, € A. 


Una operación binaria es una operación sobre 
un conjunto, por ejemplo A, que a cada par 
ordenado (a,, a,) e€ A x A le asigna un único 
elemento b. 


31 


18 


36 
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CONMUTATIVA 


OPERACION 
BINARIA 
_DISTRIBUTIVA 


OPERACION 
BINARIA 
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OPERACION 
BINARIA 
DISTRIBUTIVA 
A IZQUIERDA 


OPERACION 
BINARIA 
INDUCIDA 


OPERACION 
N-ARIA 


OPERACION 
TERNARIA 


OPERACION 
UNITARIA 


PRODUCTO 
CARTESIANO 


Una operación binaria asociativa es una ope- 
ración binaria cerrada sobre un conjunto A, 
por ejemplo +, donde 


(a, e a3)0o az = a, o (a, o az) 
para todos los elementos de A. 


Una operación binaria cerrada es una opera- 
ción binaria sobre un conjunto A, por ejem- 
plo >, para la cual cada elemento b (como se 
definió antes) es un elemento de A. 


Una operación binaria conmutativa es una 
operación binaria sobre un conjunto A, por 
ejemplo +, donde 


41 9d =.dy:o:ly 
para todo elemento de A. 


Una operación binaria distributiva es una 
operación binaria que es a la vez distributiva 
a izquierda y a derecha. 


Si las dos operaciones binarias cerradas, [] 
y + cumplen 


(a, ea) D az = (a, D az) o (a, O az) 


para todo elemento de A, entonces la opera- 
ción [] es distributiva a derecha sobre la ope- 
ración o. 


Si las dos operaciones binarias cerradas, [] 
y + cumplen 


a, O (a, 0 a) = (a, O 43) + (a, D az) 


para todo elemento de A, entonces la operación 
O es distributiva de izquierda sobre la opera- 
ción o. 

La operación binaria inducida es la operación 
sobre el conjunto imagen de un morfismo. 


Una operación n-aría es una operación sobre 
un conjunto que opera sobre n-uplas ordena- 
das de elementos del conjunto. 


Una operación ternaria es una operación so- 
bre un conjunto que opera sobre ternas orde- 
nadas de elementos del conjunto. 


Una operación unitaria es una operación so- 
bre un conjunto que opera sobre un elemento 
del conjunto. 


El producto cartesiano de los conjuntos P y Q 
es el conjunto de todos los pares ordenados 


(p, q) donde peP,qe O. 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el orden que aparecen en el texto. 
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La aplicación m representada por “ el elemen- 
to a se trasforma en el elemento b”. 


El par ordenado que tiene a a como primer 
elemento y a b como segundo elemento. 


El conjunto formado por los elementos a, b, c,... 
“es un elemento de”. 


“tal que”. 


El producto cartesiano de los productos P y Q. 


El conjunto de. números reales. 

El conjunto de números reales positivos. 
La función f del dominio A al codominio B. 
a es diferente de b. 

La operación binaria “círculo”. 


La operación “sume y luego tome el residuo 
de la división por 5”. 


El conjunto de enteros positivos. 
El conjunto de enteros. 


La operación binaria “cuadrado” (Nota: no 
hay relación con x——x?; (x € R).) 


Terna ordenada. 

n-upla ordenada. 

B es el conjunto de imágenes de los elementos 
de A por f. 

El conjunto de imágenes de los elementos de 
A por f. 

El conjunto de los números reales positivos 
con el cero. 


La función módulo. 
El conjunto de los números reales negativos 


El conjunto A con la operación binaria e. de- 
finida sobre A. 
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Todos los conceptos de esta unidad aparecen en los capítulos 1 y 
2. Este es un libro difícil para los estudiantes de primer año, pero 
si usted se siente enteramente bien con nuestro material, encon- 
trará recompensado el tiempo que ha gastado con este libro. 


S. M. Selby y L. Sweet, Sets, Relations, Functions, (McGraw-Hill, 
1963). 


Las ideas de operaciones sobre un conjunto, producto Cartesiano 
e isomorfismo aparecen en este libro junto con una cantidad con- 
siderable de material que no está relacionado directamente a esta 
unidad, pero que es útil para otras áreas del Curso Básico. 
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3.0 INTRODUCCION 


Gran parte de la historia de la ciencia es la historia de la búsque- 
da de teorías fundamentales y unificadoras que permitan al hom- 

- bre explicarse su mundo físico y sus experiencias en un momento 
dado y predecir cómo será ese mundo físico en el futuro. Las ma- 
temáticas no son una excepción y la búsqueda de conceptos unifi- 
cadores que tengan aplicación práctica en muchas ramas de la 
matemática desempeña un papel importante en la investigación. 
Algunos de esos conceptos son particularmente valiosos en la edu- 
cación matemática. . 


De acuerdo con la importancia de su papel unificador en matemá- 
ticas hemos seleccionado el concepto de función como tema central 
de nuestra primera unidad. Tomaremos de nuevo este concepto 
para introducir el concepto de operación binaria. Estos dos con- 
ceptos unificadores están estrechamente relacionados y veremos 
cómo al combinarlos se obtienen algunos más complejos, hasta 
llegar al concepto fundamental, que llamaremos morfismos. 


Para dar comprensión a este concepto consideremos qué pasa 
cuando descubre que su carro necesita aceite. Quizá pone un litro 
y verifica el nivel, solamente para encontrar que un litro no es 
suficiente. Así, pone medio litro adicional. Si piensa esto en forma 
aritmética, obviamente llega a la suma: 


14+3+=13 
Lo que hizo con su carro se puede representar usando una aplica- 
ción, 

m: cantidad de aceite -—— valor numérico en litros 


El dominio de la aplicación es el conjunto de las cantidades de 
aceite que se pueden combinar para obtener el depósito de aceite 
lleno, y la operación de adición sobre el codominio corresponde a 
la combinación de cantidades de aceite. Podemos hacer un dia- 
grama para representar esto 


colocar y 
1 litro, 14 litros | simultáneamente 14 litros 
de aceite de aceite de aceite 


AN A 


Puede elegir dos trayectorias diferentes de la esquina superior iz- 
quierda a la esquina inferior derecha, que indican que puede o 
colocar las dos cantidades simultáneamente y luego hacer la apli- 
cación m, o primero hacer la aplicación y después sumar. Mostra- 
mos la primera de esas trayectorias en negro y la segunda en rojo. 
En esta forma podemos decir que no solamente m trasforma can- 
tidades de aceite en números, sino que también trasforma la 
operación de colocar las dos cantidades simultáneamente en la 
operación de adición. 


Este es un ejemplo muy trivial, pero el concepto general tiene 
implicaciones importantes y de gran alcance. 
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Introducción 


Usted gastará algún tiempo para encontrarse con el concepto de 
morfismo y encontrará que este es un tema recurrente a lo largo 
de toda la matemática. En esta unidad le presentaremos el con- 
cepto y se dará cuenta de la ayuda que él le da para comprender 
la noción de modelo matemático. Por un modelo matemático en- 
tendemos simplemente una estructura matemática que representa 
ciertos rasgos específicos del mundo físico. Así, en el ejemplo del 
aceite diríamos que los números modelan las cantidades de aceite 
y su adición modela la operación de colocar aceite. Cuando mira- 
mos un modelo deseamos representar tan fielmente como sea 
posible alguna situación física o alguna otra situación matemática. 
Nuestra búsqueda de modelos matemáticos será más fácil si en- 
tendemos los rasgos que son comunes a todos los modelos y cono- 
cemos la clase de preguntas a las cuales debemos buscar respues- 
tas. Se encontrará que el concepto de morfismo determina esos 
rasgos comunes y sugiere la clase de preguntas por responder. 


Así, esta unidad es fundamental en el curso y determina parte de 
los fundamentos sobre los que se construirá el curso. A todo lo 
largo de las unidades que siguen muchas veces nos referimos a los 
conceptos de función, operación binaria y morfismo. Usted com- 
prenderá cómo estos conceptos tienen un papel unificador dentro 
de la matemática y serán conceptos básicos y de gran valor en 
nuestro viaje para descubrir las “islas”? que son los diferentes tó- 
picos especializados en matemática. 


xi 
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3.1 OPERACIONES 


3.1.0 Introducción 


En esta sección discutiremos la idea de operación sobre un con- 
Junto y ejemplos que usted ha considerado muchas veces, por ejem- 
plo la operación de adición sobre el conjunto de números reales. 


Si intuitivamente pensamos en el término operación observamos 
que es algo que produce un resultado. Este es un punto satisfac- 
torio para empezar nuestras reflexiones, aunque como es usual en 
matemática necesitamos ser un poco más precisos cuando damos 
definiciones formales. 


En efecto, para comenzar regresaremos a nuestro primer libro y 
le recordaremos las definiciones de aplicación y función pero desde 
un punto de vista diferente. Trataremos particularmente con fun- 
ciones que tienen por dominio un conjunto de pares ordenados y 
con éstas llegaremos a nuestra definición formal de operación. 
Esto también nos servirá como revisión de los temas tratados an- 
teriormente. 


Veremos que la idea de función y la de operación están estrecha- 
mente ligadas. Este es un ejemplo de lo que frecuentemente en- 
contraremos en matemática, donde dos conceptos son dos puntos 
de vista diferentes de uno. Esto refleja la forma natural como se 
presenta una situación: una situación puede tener una formulación 
matemática más simple que otra y por economía de esfuerzo ma- 
temático la veremos a través de una formulación particular sin 
determinar que pueden ser situaciones diferentes. 


3.1.1 Producto cartesiano de dos conjuntos 


En la Unidad 1, Funciones, encontró aplicaciones de un conjunto 
en otro, tales como la aplicación m de 


A = (a,b, c) 


B =(1,2,3) 


ilustrado por 


Como vimos en la Unidad 1, podemos representar la aplicación 
por el conjunto de pares ordenados, 


ía, 1), (a, 2), (b, 1), (e, 1) 
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3.1 


3.1.0 


Introducción 


.». 


Revisión 


o por el diagrama 


Una aplicación de A a B corresponde a un conjunto de pares or- 
denados y tal conjunto debe ser un subconjunto del conjunto de 
todos los posibles pares ordenados 


(ta, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3), (c, 1), (c, 2), (c, 3)) 


Sin embargo, nuestra definición de aplicación en la Unidad 1 es 
tal que no todo subconjunto del conjunto de todos los posibles 
pares ordenados definirá una aplicación. 


Ejercicio 1 
Si necesita refrescar su memoria, vuelva a leer la definición de 
aplicación en la página 11 de la Unidad 1, y diga cuál de los si- 
guientes conjuntos definen aplicaciones del conjunto A al conjun- 
to B, donde 


A = [a, b,c) 


B'= (1,2,3) 


(i) ((a, 1), (b, 2); (c, 3)) 

(ii) ((a, 1), (a, 2), (a, 3)); 
(iii) ((a, 1), (a, 3), (b, 2), (b, 1.0.3) 
(iv) [(a, 1), (b, 1), (c, 2). 


¿Cuál de esas aplicaciones son funciones? ES 


_— 


Cualquier aplicación de un conjunto P a un conjunto Q corres- 
ponderá a un conjunto de pares ordenados. El primer elemento de 
cada par pertenecerá a P, y el segundo elemento a Q. El conjunto 
de pares ordenados será un subconjunto del conjunto de todos los 
posibles pares (p, q) donde p € P y q € Q. Si llamamos S el con- 
junto de todos los posibles pares, obtenemos 


de todos 
los pares 

ordenados 
(p, q.) 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Tema principal 


... ». 


El conjunto S se llama producto cartesiano de P y Q y lo denota- 
mos por 

P0 
La palabra “cartesiano” se deriva del apellido Descartes. René 
Descartes fue un famoso matemático y filósofo francés del siglo 
XVII y fue el fundador de la geometría analítica, la aplicación del 
álgebra a la geometría. Su nombre fue traducido al latín como “Re- 


natus Cartesius”, y de aquí el adjetivo “cartesiano” que es más 
conocido cuando aparece en la frase 


“coordenadas cartesianas rectangulares” 


que determinan un par de ejes cuando se dibujan gráficas en el 
plano, por ejemplo, 


Ejemplo 1 
Sea P = (K, Q, J) 


y 
o-[1v,+, +0.) 
Entonces 
P xQ =Í(K,9), (0, 9), (4, Y), (K,8), (0,8), (4,4), 


(K, 4), (0, 9), (4, 4), (K,6), (0,6), (4,6)) - y 


Consideremos ahora aplicaciones y funciones desde un punto de 
vista diferente, así: 


Un subconjunto de P x Q define una aplicación de P 


a Q si todo elemento de P aparece como primer térmi- 
no en al menos un par ordenado del subconjunto. 


Un subconjunto de P x Q define una función de Pa 
Q si cada elemento de P aparece como primer término 


de un par ordenado del subconjunto una y solamente 
una vez. 


(Obsérvese que el codominio Q no necesariamente queda definido 
por el subconjunto de P x Q en cada uno de los casos anteriores, 
ya que no se requiere que todo elemento del codominio aparezca 
como segundo término de al menos un par ordenado del subcon- 
junto. Cada elemento del dominio y su imagen quedan determina- 
dos, sin embargo el conjunto de imágenes de los elementos de P 
está definido, y este conjunto es el más importante.) 


MB 3.1.1 


Definición 1 


,).». 


Notación 1 
Discusión 


+ 


Ejemplo 1 


Definición 2 


y. Y 


Definición 3 


.. o». 


(continúa en la página 4) 


Solución 3.1.1.1 

(i), (iii) y (iv) definen funciones, (ii) no, ya que los elementos b y c 
no tienen imagen. 

Las aplicaciones (i) y (iv) definen funciones. 


La aplicación (iii) no define una función puesto que, por ejemplo 
el elemento a no tiene un único elemento imagen. 


(continuación de la página 3) 


Ejemplo 2 
Probablemente la colección de funciones que aparecen más fre- 
cuentemente es el conjunto de funciones cuyo dominio y codomi- 


nio son subconjuntos del conjunto de números reales, R. Ejemplos 
comunes son: 


x——>4¡x + 49 (xeR) donde a,, a, eR 
xH——> sen x (xeR) 
x——1608.% (xeR*) 


Cada función de esta clase se puede identificar con algún subcon- 
junto particular de R x R. Usando el sistema usual de coordena- 
das cartesianas que utilizamos para dibujar gráficas, el conjunto 
R x R se puede representar por el conjunto de todos los puntos 
en el plano. Entonces cualquier subconjunto de R x R correspon- 
de a un conjunto de puntos en el plano. 


Así el conjunto de R x R con el que identificamos, por ejemplo, 
la función x -— sen x, está representado por 


Algunos otros posibles subconjuntos de R x R están representa- 
dos por: 


un subconjunto de RxR 


MB 3.1.1 


Solución 3.1.1.1 


Ejemplo 2 


(Véase RB11) 


un subconjunto de RxR 


y 
RxR 


un subconjunto de RxR 


. a “e 


(Las líneas a trazos en que las curvas terminan significan que las 
curvas se extienden indefinidamente al final de la dirección indi- 
cada.) tE 


Ejercicio 2 


¿Por qué ninguno de los dos primeros subconjuntos de R x R de- 
finidos anteriormente define una función f: R ——> R? | 


3.1.2 Operaciones binarias 


Empezamos esta subsección investigando operaciones tales como 
la adición y multiplicación, en donde combinamos dos números 
para producir otro número. Tales operaciones se llaman operacio- 
nes binarias. 


La palabra “binaria” aparece porque combinamos dos números. 
Hay operaciones que actúan sobre un objeto y operaciones que 
operan sobre tres (o más) objetos. Discutiremos brevemente tales 
operaciones en la subsección 3.1.5, pero nuestro interés principal 
está en las operaciones binarias. 


Ejemplo 1 


Todos estamos familiarizados con el símbolo + para representar 
la operación de adición en el conjunto de números reales R. Por 
ejemplo, tenemos 


+45 =8 
y esto se puede escribir en notación de aplicación como 


+ :(3,5)—8 


MB 3.1.1/3.1.2 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


3.1.2 


Tema principal 


. o.» 


Ejemplo 1 


(continúa en la página 6) 


Solución 3.1.1.2 


Ninguna área puede definir una función R —— R. Si el par or- 
denado (a, b) pertenece al área entonces existen otros pares ordena- 
dos (a, c) con c 4 b que también pertenecen al área, y así a tiene 
más de un elemento en su imagen. 


Similarmente, en el caso de la segunda ilustración, existen elemen- 
tos como a que tienen más de un elemento en su imagen de acuer- 
do con la forma de la curva. 


(continuación de la página 5) 


Esta forma de escribir la adición no es particularmente útil pero 
ilustra el hecho de que la operación binaria de adición sobre R de- 
fine una función con dominio R x R y codominio R. (Obsérvese 
que este dominio nos permite combinar un elemento de R con él 
mismo.) | 
Como es usual no queremos restringir nuestros resultados a núme- 
ros, así adoptamos la siguiente definición de operación binaria: 


Una operación binaria, o, sobre un conjunto A es una 
regla que asigna a cada par ordenado (a,, a.) e Ax A 


un único elemento b. 


Esto es equivalente a decir que una operación binaria sobre A, es 
una función con dominio A Xx A, y codominio algún conjunto B. 


Escribimos 
ajoada,=b 
1 
léase 
“círculo” 
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Solución 3.1.1.2 


Definición 1 


eZ 


Si a, e a, pertenece a A para todo a,, a, € A, diremos que la ope- 
ración binaria esCerrada , 


(Más precisamente, deberíamos decir que Á es cerrado para +, ya 
que una operación no puede existir sin un conjunto. Sin embargo 
se usa la abreviatura.) Un codominio de la función definida por 
una operación binaria cerrada sobre A es A. 


Ejemplo 2 


Consideremos la operación binaria de adición, +, sobre el conjun- 
to (0, 1, 2, 3, 4). Esta no es cerrada porque existen varios pares de 
elementos del conjunto que se pueden sumar y dan por resultado 
un elemento que no pertenece al conjunto original, por ejemplo 
2 + 4. Sin embargo, podemos inventar una clase especial de “adi- 
ción” que será una operación binaria cerrada. Una forma de hacer 
esto es sumar primero y luego tomar el residuo de la división por 5. 


Encontramos que siempre obtenemos un elemento de nuestro con- 
_ junto. Usando el símbolo O, para denotar esta clase especial de 
adición, tenemos, por ejemplo, 


20+4=1 
30,4=2 
4054=3 


Así, “Os” es una operación binaria cerrada sobre el conjunto 
(0, 1, 2, 3, 4) pero “+” no. 18 


Miremos otro ejemplo para determinar una propiedad adicional 
que tienen ciertas operaciones binarias. 


Ejemplo 3 90 


270 


En este ejemplo el conjunto A es 
ta:a E€Ry0< a < 360) 


Tlustramos este conjunto como el conjunto de todos los puntos 
sobre el círculo exterior del diagrama y leemos el valor numérico 
correspondiente usando la escala exterior, como cuando usamos un 
trasportador para medir grados. Damos ahora una regla que nos 
permite combinar dos elementos de A por una operación + como 
sigue: 

Tomamos el conjunto donde el radio correspondiente 

a a,, corta el círculo interior y lo unimos con una recta 
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Definición 2 


.. os 


Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


al punto donde el radio correspondiente a a, corta el 
círculo de la mitad. Prolongamos esta línea hasta ob- 
tener el punto b sobre el círculo exterior. El valor nu- 
mérico en bes a, o Q.. 


Por ejemplo, supuesto que tomamos 
a, = 45, dy = 225 
90 


a,=45 


180 0 


a,=225 


270 


El punto donde el radio en a, corta el círculo interior es el punto 
P. Similarmente, el punto donde el radio a, corta el círculo de la 
mitad es el punto Q. Si prolongamos la línea PQ hasta el círculo 
exterior llegamos a b, que en este caso es a.,, así: 


45 0225 = 225 


Si tomamos 


obtenemos 

225045 = 45 a 
Así el orden en el que tomamos el par de números es importante, 
y para una operación binaria « sobre un conjunto A, a, e a, no 
necesariamente es igual a a, e a,. Si, como en el caso de la adición 
(y multiplicación) sobre R, tenemos 


4,94, = 4304; 


para todo a,, a, € A, entonces la operación binaria se dice que es 
conmutativa, (Este adjetivo se usa porque podemos “conmutar” 
(es decir intercambiar) el orden de los elementos.) 


Los siguientes ejercicios permitirán familiarizarse con la idea de 
“operación binaria”. 


Ejercicio 1 


(i) Si A es el conjunto de dos números (0, 1), ¿es la operación de 
adición una operación binaria cerrada sobre 4? 


(ii) Con un poco de cuidado podemos decir que una operación 
binaria define una función. ¿Por qué es engañoso, aunque no 
erróneo, decir que una operación binaria define una aplica- 
ción? 


MB 3.1.2 


Definición 3 


* * $ 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


(iii) Si A es el conjunto de todas las fichas del dominó y definimos 
la operación + como en el ejemplo: 


(uniendo dos piezas que tengan un número común, de igual 
forma al juego usual del dominó), ¿es e. una operación binaria 
sobre el conjunto de fichas del dominó? [E 


Ejercicio 2 


En cada uno de los siguientes casos determine si la operación bi- 
naria e es o no cerrada sobre el conjunto A. 


(i) a, o a, es a, + as; 


A es el conjunto de números reales R. SI/NO 
(11)-0, 05 eS, — (3; 

A es el conjunto de enteros positivos, Z”. SI/NO 
(111) a, e a, es a, => Qs; 

A es el conjunto de enteros, Z, excluyendo al cero. SI/NO 


(iv) a, + a, es el punto medio de la recta que une a, y a.; 
A es el conjunto de todos los puntos de un pedazo 
cuadrado de papel. SI/NO 
(v) Si a, o a, es el punto medio de la recta que une a, y 
A; 


A es el conjunto de puntos de un pedazo cuadrado 


de papel con un hueco circular. 1 


Ejercicio 3 


Clasifique la siguiente lista en dos categorías, aquellas operacio- 
nes sobre A que son conmutativas y aquellas que no son conmu- 
tativas. 


()a, +45. 
(ii) a, — a,; A es el conjunto R 
(iii) sen (a, + a,); 
(iv) a, + a,; A es el conjunto R, excluyendo al cero. 
(v) El punto medio de la recta que une los puntos a, y a, de un 
pedazo cuadrado de papel; A es el conjunto de todos los pun- 
tos en el papel. ! la 


3.1.3 Operaciones repetidas 


Aunque por definición una operación binaria + sobre un conjunto 
A combina solamente dos elementos, si el resultado de la opera- 
ción es también un elemento de A (es decir, si + es cerrada en A), 
entonces podemos combinar el resultado con otros elementos. Su- 
pongamos entonces que para todo a,, a, € A, tenemos una opera- 
ción + que nos da a, + a, en A, y ahora combinamos este resultado 
con a, donde a; pertenece a A. El resultado total se denota por 


(a, e. a,)0ay 


Los paréntesis incluyen los elementos que se combinaron primero. 
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Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


3.1.3 


Discusión 


(continúa en la página 10) 


Solución 3.1.2.1 


(i) NO, puesto que, 1 + 1 = 2 no es un elemento del conjunto 

(0, 1). 

(11) Porque nuestra definición de una Speración binaria > estable- 
ce que a, » a, es un único elemento definido (véase la página 
6). Este es el punto en el que se distinguen las aplicaciones 
que son funciones. 

(iii) NO, puesto que la operación binaria no está definida para 
algunos pares de elementos, por ejemplo, 


A JARRA 


no está definido, y nuestra definición de operación binaria so- 
bre un conjunto requiere que cualquier par de elementos del 
conjunto se pueda combinar por medio de o. $l 


Solución 3.1.2.2 


(1) SL a, + a, es siempre un número real. 
(ii) NO. Algunas veces a, — a, es un entero negativo. 
(iii) NO. a, +a, no necesariamente es un entero. 
(iv) SI. El punto medio para cualquier par de puntos está siem- 
pre en el papel. 
(v) NO. El punto medio de algunos pares de puntos puede estar 
en el hueco, que no es parte de A. gl 


Solución 3.1.2.3 


Solamente en (ii) y (iv) son operaciones binarias no conmutativas. 
| 


(continuación de la página 9) 


Ya hemos visto cómo el orden de los elementos es importante, a 

menos que la operación sea conmutativa, pero, ¿no importa si pri- 

mero combinamos a, y a,0 a, y a,? Es decir nos preguntamos si: 
¿es  (ajoaz)oaz esiguala a,o(a, oa)? 


El orden de los términos en cada expresión es el mismo, pero la 
manera en que los términos están agrupados es diferente. 


Ejercicio 1 


De las siguientes proposiciones, ¿cuáles son verdaderas y cuáles 
son falsas? 


(1) x + (y + 2) = (x + y) + 2, donde 


x, yz ER. VERDADERO/FALSO 
(ii) x — (y — 2) = (x — y) — z, donde 

EY ZE LR: VERDADERO/FALSO 
(11d) (xv) = x0”, donde x, y, 2 € Z*. VERDADERO/FALSO 

(Aquí x o y = x?, así (x o y) o 2 = 

(xv), etc.) 
(iv) x = (y = 2) = (x = y) = 2, donde 

x,y,2 ER. VERDADERO/FALSO 
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Solución 3.1.2.1 


Solución 3.1.2.2 


Solución 3.1.2.3 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


(Vea RB 7) 


(v) (xx y) xz = x x (y x 2), donde 

x,y,z ER. VERDADERO/FALSO 
(vi) P>(Q +. R) =(P >2Q) -R, donde 

P, Q, R son puntos en el plano y 

P > Q es el punto medio de la recta 

que une los puntos P y Q. VERDADERO/FALSO 
(vii) x + (y 9 2) = (x o y) o Z, donde x, 

y, 2 ER, y o es la operación de adi- 

ción tomando únicamente tres ci- 

fras significativas VERDADERO/FALSO 


Cuando la operación binaria cerrada es tal que 

(a; caz)o az = a, o (a, az) 
para todos los elementos de A, diremos que la operación es asociati- 
va. Este adjetivo es usado para denotar esta propiedad ya que pode- 


mos “asociar” a, y a. (al lado izquierdo) o a, y a, (al lado de- 
recho). 


Ejercicio 2 


¿Por qué fue necesario que la operación binaria sobre A sea cerra- 
da para la discusión de la asociatividad? El 


3.1.4 Dos operaciones binarias 


Supongamos ahora que tenemos un conjunto con dos operaciones 
binarias. De nuevo tomamos como ejemplo el conjunto de núme- 
ros reales R, y consideramos las operaciones de multiplicación y 
adición. Comenzamos con tres elementos de R. 


Tenemos, por ejemplo, 


2 x (3 +5) 
Sabemos que esto es igual a 
(2 x 3) + (2 x 5) 


puesto que en cada caso obtenemos el número 16. En efecto, sin 
importar qué números tomamos, siempre obtenemos que 


x qué + 2)= (xx y)+ (xx 1) 
siempre que x, y, z e R. 


Esta propiedad de x y + en R es muy usual: por ejemplo, ayuda 
a simplificar cálculos, y sin ella la factorización de expresiones al- 
gebraicas no es posible. Nos preguntamos si otros pares de opera- 
ciones binarias cumplirán una ley similar. Esta es precisamente la 
pregunta en el siguiente ejercicio para algunas operaciones bina- 
rias en particular. ' 
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Tema principal 


*k * * 


Definición 1 


.. . 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


3.1.4 


Discusión 
h * 


(continúa en la página 12) 


Solución 3.1.3.1 


(i) VERDADERO. 

(ii) FALSO, ejemplo 2 — (3 — 4) H4 (2 — 3) — 4. 
(iii) FALSO, ejemplo (2*)? = 64 pero 2?” = 512. 
(iv) FALSO, ejemplo 12 = (6 = 2) 4 (12 + 6) = 2. 
(v) VERDADERO. 

(vi) FALSO, ejemplo 


QO0R 
(vii) FALSO, ejemplo 8,47 + (3,15 + 4,14) = 15,8. 
- pero (8,47 o 3,15) e 4,14 = 15,7. ls] 


Solución 3.1.3.2 
Supuesto que la operación + no es cerrada. Entonces, para algunos 
a,, 4, € A nos dará un elemento a, > a,, que no pertenecerá a A. 


Si ahora ensayamos a combinar a, » a, con a, encontraremos que 
esto no es posible puesto que la operación + está definida sobre el 
conjunto A y así no se pueden combinar elementos que no perte- 
necen a A. 7] 
(continuación de la página 11) 
Ejercicio 1 

De las siguientes proposiciones, ¿cuáles son verdaderas y cuáles 
son falsas? 


()x+(y x2) = (x + y) x (x + 2), 


donde x, y, z € R. VERDADERO/FALSO 
(ii) x + (y — 2) = (x + y) — (x + 2), 

donde x, y, 2 € Z. VERDADERO/FALSO 
(li) x x (y — 2) = (x Xx y) — (xx 2), 

donde x, y, 2 € R. VERDADERO/FALSO 
(iv) (y — 2) xx = (yx x)- (2 x x), 

donde x, y, € R. VERDADERO/FALSO 


(y PO(Q>R)=(P00 -* (POR), 
donde P, Q, R son puntos en el pla- 
no, Q +. R es el punto medio de la 
recta QR, y PO] Q (léase P “cua- 
drado” Q) es el punto en la línea 
PQ prolongada en tal forma que la 
distancia de Pa Q es igual a la 
distancia de Q a PO] Q. VERDADERO/FALSO 


»PDQ 
Y 


Y 
Y 
Y 
Y 
Y 
Y 
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Solución 3.1.3.1 


Solución 3.1.3.2 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


(vi) (Q -ROP=(Q0P>(ROP), 
donde P, Q,R, >, [J se toman co- 


mo en (v). VERDADERO/FALSO 

(vii) (x + y) =2=(x2=2)+(=2), 
donde x, y, 2 € R*. VERDADERO/FALSO 

(viii) z + (x + y) = (2 + x) + (2 + y), 
donde x, y, 2 € R*. VERDADERO/FALSO 
m 


Cuando dos operaciones binarias, [] y >, sobre un conjunto A tie- 
nen la siguiente propiedad 


a, O (a, > az) = (a, O a,)o (a, O az) 


para todos los elementos de A, decimos que la operación [] es dis- 
ributiva a izquierda sobre la operación o. 


Así, la multiplicación es distributiva a izquierda sobre la adición 
en R. (El término “izquierda” se usa porque [] está a la izquierda 
(una vez) antes de ser distributiva (dos veces) sobre o). 


Similarmente (a, oa) O a; = (a, O ay)o (a, O az) 
es una definición de Jistributividad a derecha ge O sobre o. 


Si la operación [] es conmutativa, entonces una se puede deducir 
de la otra como en (iii) y (iv) del ejercicio 1. 


De otra parte (vii) (viii) de este ejercicio muestran que la división, 
es distributiva a derecha pero no a izquierda sobre la adición. 
Nosotros aplicamos el término distributiva, cuando se tiene distri- 
butividad a izquierda y a derecha. 


3.1.5 Operaciones n-arias 


En la subsección 3.1.2, vimos que una operación binaria sobre A 
define una función con dominio A x A y viceversa. No debe sor- 
prendernos la estrecha relación entre operación binaria y función 
ya que la idea de regla se presenta en los dos conceptos. 


Hemos concentrado nuestro interés en operaciones binarias pues- 
to que la idea de operación llega en forma natural cuando conside- 
ramos la combinación de dos elementos de un conjunto. Pero la 
estrecha relación entre una operación binaria sobre A y una fun- 
ción con dominio A X A nos lleva a volver a examinar brevemente 
las funciones. 


Ejemplo 1 


Consideremos la función 
Mx? ae R) 


La regla que nos dice cómo obtener la imagen de un elemento de 
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Tema principal 


* $* $ 


Definición 1 


.» 


Definición 2 


+ + 


Definición 3 


.. » 


3.1.5 


Discusión 


».. 


Ejemplo 1 


(continúa en la página 14) 


Solución 3.1.4.1 


(i) FALSO, ejemplo 2 + (3 x 4) 4 (2 + 3) x 
(11) FALSO, ejemplo 2 + (3 — 4) 4 (2 + 3) — 
(iii) VERDADERO. 

(iv) VERDADERO. Puesto que la multiplicación es conmutati- 
va, podemos deducir (iv) de (iii). El orden en que y y 2 apa- 
recen se conservó en cada caso puesto que la sustracción no 
es conmutativa. 

(v) VERDADERO, ejemplo 


P 
A 
rn UN 
Ae 1 Dn 
Ze 1 Si 
, 1 $ 
e 1 bol 
A o LR 
. ¡QoR he 
Gas la A 
PoQ Po (Q0R) POR 
=(PoQ)o(PaR) 


El resultado puede ser fácilmente probado con “triángulos 
semejantes”. 


(vi) VERDADERO. Puesto que [] no es conmutativa no pode- 
mos deducir (vi) de (v), de igual forma como podemos dedu- 
cir (iv) de (iii). 
(vii) VERDADERO. 
(viii) FALSO, ejemplo 8 + (1 + 3) 4 (8 = 1) + (8 = 3). ] 


(continuación de la página 13) 


R se puede interpretar como una operación sobre R. En este caso 
la operación es 


Tomar el cuadrado de 


Puesto que aquí operamos solamente un elemento de R, tal ope- 
ración la llamamos operación unitaria. La palabra “unitaria” 


(compare con “unidad”) aparece porque “operamos con un ele- 
mento”. 7] 


El ejemplo 1 ilustra una función f: A —— B, donde el conjunto 
imagen es un subconjunto del dominio A y podemos interpretar 
esta función como una operación unitaria cerrada. 


Podemos también preguntarnos sobre operaciones en un conjunto 
que combinan tres o más elementos para dar un elemento del mis- 
mo o diferente conjunto. De nuevo aparece aquí la estrecha rela- 


ción con la idea de función y podemos construir una tabla que 
ilustra este hecho. 
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Solución 3.1.4.1 


(Véase RB6) 


Definición 1 


. » 


La operación +. en | Nombre de la | Función correspondiente 
A actúa sobre: operación 


Un elemento UNITARIA |:4——B 
ay 

Un par ordenado BINARIA f:A x AB 
(a,,az) 


Una terna TERNARIA |f:4 x Ax AB 
ordenada 
(a, ,a7,a3) 


Una n-upla 
(iva sic...) n veces 


En la tabla se introduce la notación A x A Xx A que representa 
al conjunto 


[(a,,a7,a3):a,,4,,03€ A) 


es decir el conjunto de todas las ternas ordenadas formadas con 
elementos de A. Esta notación es usual en la literatura matemá- 
tica. La notación se extiende de manera obvia en la parte inferior 
de la tabla. 


El escoger el término operación o su correspondiente función de- 
pende del contexto. Algunas veces es más natural hablar de una 
operación y algunas veces de una función. . 


Ejemplo 2 


Consideremos la función 
(e, y, 2] xyz ((x,y,2)eR x Rx R) 


Si esta se considera como una operación sobre R, entonces es una 
operación ternaria, puesto que combina por multiplicación tres 
elementos de R. También se puede considerar como una operación 
sobre R x R x R, y en este caso es una operación unitaria, pues- 
to que solamente opera sobre un elemento de R x R x R. E] 


Hemos puesto especial énfasis en las operaciones binarias, como 
ya se habrá observado, ya que esta es la forma natural en que 
aparecen las operaciones. En la última parte de la siguiente sec- 
ción usaremos operaciones unitarias. 


Ejercicio 1 
¿Cómo se puede definir el conjunto A para que la función 


(x, y) xy? ((x,y)eR x R) 


corresponda a una operación, 


(i) binaria? 
(ii) unitaria sobre A? 


¿Cuál de las operaciones es cerrada? va 
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Definición 2 


». o». 


Definición 3 


». » 


Ejemplo 2 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Solución 1 


(i) Sea A el conjunto R. 
La función es entonces A x A —— A, y como el conjunto de 
imágenes es A, la operación es una operación binaria cerrada 
sobre A. 

(ii) Sea A el conjunto R x R. 
La función es entonces A —— R. Ahora los elementos de A 
son todos pares ordenados pero los elementos de R no. Así R 
no es un subconjunto de A, y por tanto la operación es una 
operación unitaria pero no es cerrada. | 


3.1.6 Resumen 


En esta parte de la unidad mostramos cómo el concepto de fun- 
ción y de operación están estrechamente ligados, y, en algún sen- 
tido, son sinónimos. 


También definimos operación binaria (y n-aria), y los términos 
cerrada, conmutativa, asociativa, distributiva. 


Estas propiedades de una operación son tan fundamentales en las 
unidades que siguen que encontrará que la primera pregunta que 
se hace cuando se tiene una nueva operación es: “¿Cuál o cuáles 
de estas propiedades cumplen?” 


32 MORFISMOS 
3.2.0 Introducción 


En esta sección discutiremos un importante concepto matemático 
llamado morfismo que está estrechamente relacionado con el con- 
cepto de modelo matemático (encontrará útil en este momento 
volver a leer la introducción en la página x). 


Hoy las matemáticas tienen aplicaciones en toda clase de cosas 
donde hace unas pocas décadas eran inesperadas. Podemos aplicar 
matemáticas en muy variados campos de la ciencia pura y la cien- 
cia aplicada, ciencias sociales, comercio, arquitectura, música, etc., 


ya que situaciones del mundo físico que nos rodea se pueden tras- | 


ladar a matemáticas o en otras palabras las matemáticas pueden 
modelar situaciones del mundo físico. 


La idea de modelo matemático es fundamental para una apropia- 
da comprensión de esta sección. El valor de los modelos matemá- 
ticos parte del hecho de que con papel y lápiz (y posiblemente un 
computador) se pueden investigar toda clase de situaciones, dise- 
ñar trabajos, que de otra manera serían muy costosos en términos 
de tiempo, espacio y materiales. 


Pero las matemáticas nos dan también muchas oportunidades de 
modelar matemáticas. Es decir, teniendo un problema de mate- 
máticas en una forma particular podemos atacar el problema des- 
de puntos de vista completamente diferentes ya que la forma inicial 
del problema en términos matemáticos puede tener dificultades 
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Solución 1 


3.1.6 


Resumen 


3.2 


3.2.0 


Introducción 


para la comprensión o el cálculo, y es cuando necesitamos una for- 
ma diferente de ver el problema, es decir, mirar por un modelo 
matemático de las matemáticas. 


Empezamos considerando operaciones, luego usamos la relación 
entre funciones y operaciones, al final de la unidad desarrollaremos 
nuestras ideas en una forma más útil y general. 


3.2.1 Cómo aparecen los morfismos 


Supongamos que tenemos un conjunto con una operación binaria 
cerrada y una operación unitaria cerrada. Como un ejemplo espe- 
cífico consideremos el conjunto R con la operación binaria de adi- 
ción y la operación unitaria definida por la regla 


el doble de 


Sabemos que 
2(x + y) =2x + 2y (x,yeR) 


es decir, la multiplicación por 2 es distributiva sobre la adición. 
En el lado izquierdo de la expresión hacemos primero la operación 
binaria y luego la operación unitaria y podemos representar esto 
en un diagrama. Comenzamos con dos elementos de R, hacemos 
la adición y obtenemos un elemento de R, y esto lo representamos 
por el diagrama: 


0 
Lo y) > x + y 


Ahora hacemos la operación unitaria y obtenemos otro élemento 
de R, y representamos el proceso completo por 


A E A y 
el doble 


2(x + y) 


En el lado derecho de la ecuación (1) hacemos primero la opera- 
ción unitaria, y ésta se hace separadamente sobre cada uno de los 
dos elementos de R, así obtenemos 


(x, y) 


el doble 
(Qx, 2y) 


Ahora hacemos la operación binaria y obtenemos 


(x, y) 


el doble 
(229) t_,2x + 2y 
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3.2.1 


Discusión 


... 


Ecuación (1) 


y por la distributividad de la multiplicación sobre la adición lle- 
gamos al mismo resultado anterior, 2x + 2y = 2(x + y). Si hace- 
mos un diagrama que represente los lados izquierdo y derecho de 
la expresión obtenemos: 


a — Ls 


el doble | el doble 


Qx,2y) + 2x+2y=2x + y) 


Cuando tenemos un diagrama, como éste, que permite diferentes 
trayectorias desde un mismo punto inicial a un mismo punto final, 
decimos que el diagrama es conmutativo La palabra conmutativo 
se usa porque el orden en que se hacen la operación binaria y la 
unitaria es diferente en las dos posibles trayectorias y podemos así 
pensar en conmutatividad. 


58 el doble el doble E 
A > »>>—————— 


Ejercicio 1 


¿Puede hacer un diagrama conmutativo para el conjunto R con 
las operaciones, 


cy [omar atado SUNO 


Si su respuesta es SI, haga el diagrama conmutativo correspon- 
diente. pl 


Hasta aquí tomamos como punto de partida un conjunto de dos 
operaciones cerradas, una binaria y una unitaria. Supuesto que 
suprimimos a la operación unitaria la restricción de ser cerrada y, 
regresando a la Sección 3.1.5, recordamos que una operación no es 
otra cosa que una función 


A ——B 


Esto significa que podemos partir desde un punto de vista más 
general, comenzando con un conjunto A con una operación binaria 
cerrada + y una función 


f: AB = f(4) 


Veamos primero cómo obtener el diagrama. Comenzamos con un 
par ordenado de elementos del conjunto, usamos una flecha hori- 
zontal para representar la operación binaria y una flecha vertical 
para la función. Esto nos da: 


o 
(a, ,4)) 4194) 


| 
S 


y 
(f(a,), f(a,)) 


MB 3.2.1 


Definición 1 


..». 


Ejercicio 1 


(3 minutos) 


Discusión 


> + 


Como la operación binaria + es cerrada, tenemos que a, e a, e A, 
y podemos dibujar una flecha vertical (representando la función) al 
lado derecho del diagrama. 


(a,, a) ——— a o 4, 
f F 
(f(a,), f(a,) fa, oa) 


Hemos logrado tres lados de un diagrama conmutativo, el proble- 
ma es ahora qué hacer con el lado final. Recordando que la flecha 
que hace falta puede representar la combinación de fía) y fla.) 
para alguna operación binaria, nos hacemos la siguiente pregunta: 


¿Existe una operación binaria, por ejemplo [J, 
sobre f(A) tal que 


fla,) O f(a,) = fla; oa,) 


para todo a,, a, e 4? 


Nuestra primera reacción a esta pregunta probablemente será 
observar si la operación binaria >, definida sobre A, responderá a 
la pregunta. Pero debemos recordar que a menos que el conjunto 
imagen f(A) sea un subconjunto de A, no podemos combinar ele- 
mentos de f(A) usando >. En ciertas circunstancias, como vere- 
mos, es posible extender la definición original de + en tal forma 
que podamos combinar elementos de f(A) usando o aunque f(a) 
no sea un subconjunto de A. Miremos tres ejemplos particulares. 


Ejemplo 1 
Consideremos la operación binaria cerrada de adición sobre R y la 
función (operación unitaria): 

fe (ER) 


la función módulo que hemos estudiado en unidades anteriores, 
para la cual 


fo)= xsix>0 
fx)=-xsix<0 


En este caso el conjunto de todas las imágenes es Ro (los números 
reales positivos con el cero) y, como este es un subconjunto de R, 
es claro que la operación de adición definida sobre R se puede 
efectuar sobre las imágenes de igual manera como se hace con ele- 
mentos de R. 


Veamos qué ocurre con el diagrama. Para x, y E R, tenemos: 
+ 


o e EN 
mod. mod. 


(lx, 11) Po +]M 
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Ejemplo 1 


(continúa en la página 20) 


Solución 1 
(i) SL 

(xx y? =x?* xy? (x,yeR) 
(ii) NO, 

(x+ y? 4x?+ y? (x,yeR) 


Para (i) tenemos el diagrama conmutativo 


(x, y) —É——b xx y 
el cuadrado el cuadrado 
A a E a 


(continuación de la página 19) 
Podemos ensayar el uso de “+” para completar el diagrama, 
puesto que 
lx] + yl 
está definido. Desafortunadamente, en general, no es verdad que 
lx] + ly =1|x +1 (x,yeR) 
Por ejemplo, para x = —2 y y = 2, tenemos 
lx] + [y =4 y lx +51 =0. 


Así, podemos combinar a |x| y | y | usando “+” pero no obtene- 
mos el mismo resultado obtenido cuando se hizo primero la adición 
y luego se aplicó la función módulo. Por tanto, en este caso no 
podemos usar a + por []. [9 
Ejemplo 2 


Consideremos la operación binaria cerrada de adición sobre R* y 
la función 


fxoi—>-.x (xeR*) 


Tenemos inmediatamente para x, y € R*: 
(0) — Tx + y 
— y 
(=yx, — yy) =Y(x + y) 


Ahora, la función es R: ——> R- (el conjunto de números reales 
negativos) y, como R- no es un subconjunto de R* (el conjunto 
donde originalmente definimos la operación binaria) no podemos 
combinar elementos del conjunto imagen usando “+”. Sin embar- 
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Solución 1 


Ejemplo 2 


go, la adición se puede definir sobre todos los números reales, y 
así la podemos tener en R-. Una vez extendida la definición de la 
operación binaria “+”, podemos ver si es posible usarla para com- 
pletar el diagrama. Desafortunadamente nos encontramos en una 
posición similar a la del ejemplo anterior, ya que 


(Vx) + (y) % —Y(x + y) 
Por ejemplo, para x = 9, y y = 16, tenemos 


(0H (YY) =-7 y —yx+y=-5 


Así, no podemos usar a + por [7]. 15 


Ejemplo 3 


Consideremos la operación binaria cerrada de multiplicación sobre 
R y la función 


ERE (ER) 
(donde n es un entero). 
Tenemos inmediatamente para x, y e R: 


AÑ 8 
Y 0 


(x”, y”) (x x y) 


Como la operación binaria original “x” está definida sobre el 
conjunto imagen y como además 


xy dos Xx Y (x.y ER) 


podemos usar X para completar el diagrama conmutativo obte- 
niendo: 


(y) ——x x y 


ds ES 


Xx 


(x”, y”) AAN RX YY | 


Ejercicio 2 


Para cada uno de los conjuntos A, operaciones binarias > sobre A, 
y funciones f, comente el uso de + sobre el conjunto imagen y es- 
tablezca, cuando sea apropiado, si el diagrama conmutativo se 
puede completar. : 


Cuando sea posible haga el diagrama conmutativo. 


(i) conjunto A: R (excluyendo el cero) 
operación binaria e: xXx 
función f: ie: (x€ A) 
x 
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Ejemplo 3 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


(ii) conjunto A: R* 
operación binaria +: + 
1 
+yx 
(iii) conjunto A: Z* (conjunto de enteros positivos) 
operación binaria o: x 


función f-: ===> (x€ A) 


tención E x-——>0, cuando x es par 
mación x=—>1, cuando x es impar 56%) 
(iv) conjunto A: R (excluyendo el cero) 

operación binaria o: = 

función f. > 1 E (x€ A) A 


Hemos considerado casos especiales del problema más general ori- 
ginalmente enunciado en la página 19: 


¿Existe una operación binaria [] sobre f(A) tal que 


fla,) O f(a,) = fla; ea,) 
para todo a,, a, € A? 


Ejemplo 4 
Consideremos 
f:x=——>logx (xeR”) 
y la operación binaria cerrada de multiplicación. Tenemos: 


X 
(5) == YY 


log log 


Ed 
(log x, log EE jog (xx y) 


De acuerdo con las propiedades de la función x — log x, (xeR*), 
sabemos que 


log (x x y) = log x + log y 


(Esta es una propiedad particular que permite el uso de logarit- 
mos para cálculo de productos.) Así podemos completar nuestro 
diagrama usando la operación binaria de adición en la línea infe- 
rior, lo que nos da: 


(x, y» ————— x xy 
log log 


(log x, log y ———log a + log y = log (x x y) 7] 


Más generalmente, podemos escribir 


(a,,a7) 4 o 4) 
% f 
(fía), fía) — E f(a,) O faz) = f(a, ea) 
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Tema principal 


.. » 


Ejemplo 4 


(Véase RB11) 


Siempre que podamos “completar el rectángulo” en esta forma, 
usando la misma o diferente operación binaria en el conjunto ima- 
gen, la función f es llamada morfismo del conjunto A con la ope- 
racion binaria o, escrito (A, +) al conjunto F(A) con la operación 
binaria [J, escrito (f(4), [J).* 


Escribimos 
f:(A, 9) ——(f(4), O) 


Es más simple el caso en que f(4) es un subconjunto de A y [J es 
lo mismo que +, pero en muchos de los ejemplos que se usan en 
situaciones matemáticas, tales como el ejemplo de logaritmo, tene- 
mos un modelo de un conjunto con una operación binaria en otro 
conjunto con una operación binaria diferente. 


Podemos, si queremos, pensar que la función f: A —— f(A) nos 
da una “imagen” de la operación binaria definida sobre A, de 
igual forma a como nos da imágenes de los elementos de A y del 
conjunto A. Así, en el ejemplo de logaritmo podemos pensar que 
la adición en R es la imagen de la multiplicación en R*, y para ex- 
presar esto escribimos f(x) = +. 


La importancia de los morfismos está en su propiedad de mode- 
lar. Así, si tenemos una situación física con alguna operación me- 
cánica o eléctrica que se pueda modelar seleccionando un conjunto 
matemático apropiado y operaciones. Entonces podemos dibujar 
el diagrama: 


Objeto Operación Resultado 
físico física físico 
Modelo Modelo 
Objeto Operación Resultado 
matemático matemática matemático 


(Un ejemplo simple se dio en la introducción en la página x.) 


En la práctica, el proceso usado corresponde a un diagrama con- 
mutativo modificado: 


Objeto Operación Resultado 
. A 4 A e 
físico física físico 
| Interpretación 
Modelo del modelo 
Objeto Operación Resultado 
matemático matemática matemático 


* Muchos autores definen un morfismo f de (A, .) a (B, O), donde B es el codominio 
pero no necesariamente la imagen de A por f. No existe ninguna ventaja en esto al 
despreciar una definición más general. 


23 


MB 3.2.1 


Definición 2 


.. ». 


Notación 1 


*o*r o * 


Discusión 
* + 


(continúa en la página 24) 


Solución 2 


(i) Los elementos del conjunto imagen se pueden combinar 
usando “x”. 


SI, se puede formar un diagrama conmutativo: 


(x, y) + le y 
f f 
¿el x 1 1 
e ASA XX == 
Xx y Xx Xx X y 


(ii) Los elementos del conjunto imagen se pueden combinar 


usando “+”. 
NO, no se puede formar un diagrama conmutativo, por ejem- 
plo 


rl l l 
+ 
ZO" FAN 


(iii) La operación binaria “x>” está definida sobre Z* y el cero no 
es un elemento de este conjunto. Debe entonces extenderse la 
operación al conjunto de imágenes (0, 1). Ilustramos el dia- 
grama para uno de los casos: 


(impar, par) a par 
S F 


(110) ——=41x0=0 
(iv) La función trasforma a R (excluyendo el cero) en R (exclu- 
yendo el uno), y la división no está definida sobre conjuntos 
de R que incluyan el cero. Así, no podemos usar para combi- 
nar elementos del conjunto imagen. | 


(continuación de la página 23) 


En otras palabras, la utilización del modelo dependerá muy estre- 
chamente de si podemos o no ir del resultado matemático al resul- 
tado físico, es decir, la utilización depende de nuestra capacidad 
para invertir la flecha de la derecha y sobre la clase de interpreta- 
ción que podamos dar al resultado matemático cuando lo trasla- 
damos a la situación física. El invertir la flecha corresponde a 
invertir la aplicación f: A —— B, es decir, g: B -—>A, y esta no 
necesariamente es una función. 


En el caso de modelar una situación física, adicionalmente tene- 
mos el problema asociado con la reinterpretación de un modelo 
matemático idealizado, y debemos siempre recordar que nuestro 
modelo matemático puede representar únicamente ciertas carac- 
terísticas de la situación física y así nuestro resultado matemático 
será una buena aproximación del resultado físico. En este texto 
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Solución 2 


MB 3.2.1 


no haremos modelos matemáticos de situaciones físicas, excepto al 
final en un ejemplo de análisis dimensional. 


(La palabra “morfismo” se deriva de la palabra griega uopóx que 
significa “forma”; compare con “metamorfosis”, que significa “cam- 
bio de forma”. La palabra se usa porque un morfismo es una fun- 
ción que “conserva la forma” o “conserva la estructura”.) 


Ejercicio 3 Ejercicio 3 
, ' ; (2 minutos) 

Si f es un morfismo f: (4, +) —— (£(4), [D), ¿es la aplicación in- 

versa 8: (f(A), ()) —— (4, 0) necesariamente es un morfismo? 


En el caso varios a uno vemos que el inverso de un morfismo no Discusión 
es un morfismo. Sin embargo, si suponemos que el morfismo EA 


SA, o) ——(f(4), O) 
es uno a uno. En este caso la aplicación inversa 
8 :(f(4), D)——(4, o) 


es uno a uno y el inverso de la función de f. Comenzamos con dos 
elementos de B, y veamos cómo podemos obtener un diagrama 
conmutativo. Para b,, b, e f(4), tenemos 


buda Sh 018, 


(g(b,). 21b,)) glb Db,) 


¿Podemos ahora completar el diagrama usando la operación bina- 
ria “o”, es decir, hacer 


g(b,)og(b,) = g(b, O b,)? 


Recordando una de las insinuaciones de Polya*, Polya xvii, con el 
título DISEÑO DE UN PLAN, debemos responder en este punto: 


“¿Usamos todos los datos? 

¿Usamos la condición completa? 

¿Tomamos en cuenta tcdas las nociones esenciales en- 
vueltas en el problema?” 


* G. Polya, How to Solve It, Open University ed. (Doubleday Anchor Books, 1970). 
Este libro es el conjunto de libros para el Curso básico de matemáticas: la referencia 
en el texto es Polya. (continúa en la página 26) 
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Solución 3 Solución 3 
NO. 


Si la función f es varios a uno, entonces la aplicación inversa g es 
uno a varios y no es una función. Como un morfismo, por defini- 
ción, es una función (con propiedades especiales), 4 no puede ser un 
morfismo. Bl 


(continuación de la página 25) 


Para que podamos realizar esto no podemos usar las partes obvias 
de la información que f es un morfismo uno a uno y que g es la 
función inversa de f. Podemos introducir esto en el argumento su- 
poniendo que 


f(a,) = b, es decir g(b,) = 'e porque 
es 


f(az) = b, es decir g(b,) = 42) uno a uno 


Entonces g(b,) + g(b,) = a, + a,, y usando el hecho de que f es 
un morfismo, obtenemos 


fla, oa) = f(a,) O f(a,) 
=b, D0b, 
De nuevo, como f es uno a uno y £ es su inverso, se sigue que 
a, oa, = g(b, ODb,) 
de donde 
g(b,) > g(b,) = g(b, Ob) 


y entonces podemos completar nuestro diagrama usando “o”. Así, 
el inverso de un morfismo uno a uno es un morfismo. 


Si encuentra esta discusión difícil debe gastarle un poco de tiempo 
entendiéndola y luego describiéndola en sus propias palabras. Este 
es un ejemplo típico de la clase de argumentos formales comunes 
en álgebra moderna. El problema no está en los detalles técnicos 
sino en ordenar los hechos hasta lograr una prueba coherente. 


No nos apartaremos de nuestro tema principal y miraremos breve- 
mente dos clases de morfismos. 


3.2.2 Clases de morfismos 3.2.2 
En la última subsección encontramos dos morfismos particulares: Tema principal 


log :(R*, x)——(R, +) 


FE, 01) 


donde 
x——0 (six es par ) 


| (xeZ*). 


x=—1 (si x es impar) 
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Nótese que el último es varios a uno mientras que el primero es 
uno a uno. z 


Cuando la función es uno a uno, el morfismo se llama isomorfismo. 
Cuando la función es varios a uno, el morfismo se llama homomor- 


fismo. 
Así, la función x —— log x (x € R*) es un isomorfismo de (R*, X) 
a(R, +) y la función 
x—0 (si x es par) 
(xeZ*). 


x——1 (si x es impar) 


es un homomorfismo de (Z*, x) a (0, 1), Xx). 


Podemos volver sobre la solución del ejercicio 3.2.1.3 y su discu- 
sión y escribir: 


El inverso de un homomorfismo no es un morfismo. 
El inverso de un isomorfismo es un isomorfismo. 
Ejercicio 1 


Clasifique cada uno de los siguientes morfismos como un homo- 
morfismo o un isomorfismo. 


(i) SUR, x) ARG. x) 
donde f:x-——|xl. 
(ii) f:(A, o) ——(4, 0) 
donde f:a-—— a. 
(iii) $:(Z*, +)——((0, 1,2), O3) 
donde f: x —> x,, donde x, es el residuo obtenido al dividir 
ax por 3 y O, es la clase especial de “adición”: sume y tome 
el residuo de la división por 3. (Compare con el ejemplo 
3:1.2:2.) 
E 


Regresamos al ejemplo de logaritmo 
log (R*, x)—— AR, +) 


que como vimos es un isomorfismo. Como f es uno a uno en el dia- 
grama conmutativo podemos invertir la flecha de la derecha y 
obtener cada imagen g (log x + log y) de manera única. A g la 
llamamos antilogaritmo, y entonces tenemos el diagrama: 


5 y) z FX Xy 
log antilog 


(log x, log y) ——=——>10g x + log y 


En este caso podemos ir de (x, y) a x X y sin hacer explícitamente 
la operación de multiplicación, siguiendo el proceso que se repre- 
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Definición 1 


k h 


Definición 2 


h kh * 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Discusión 


* * 


(continúa en la página 28) 
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Solución 1 Solución 1 
(i) Homomorfismo, por ejemplo 


2H —»2 , 


2 — 2 


con lo cual la función es varios a uno. 

(1i) Isomorfismo. Si a 4 b, entonces f (a) A f(b), es decir, la fun- 
ción es uno a uno. 

(11i) Homomorfismo, por ejemplo, 


lI—1 
41 


1——> 1, etc. 


es decir, la función es varios a uno. a 


(continuación de la página 27) 


senta por los otros tres lados del rectángulo, cada uno nos da un 
único resultado, es decir hacemos 


F + g 
-——M_—_ O 
y la unicidad de este resultado nos permite multiplicar números 
usando la adición de logaritmos. 


En la práctica podemos hacer un reordenamiento similar cuando f 
es un homomorfismo, pero en este caso no es simplemente invertir 
la flecha de la derecha, puesto que f puede ser varios a uno cuan- 
do se invierte la flecha y podemos obtener más de un elemento en 
la imagen de la esquina superior derecha. Usualmente esta dificul- 
tad se resuelve con consideraciones externas. Por ejemplo, supon- 
gamos que al usar logaritmos tomamos en cuenta únicamente la 
parte decimal (en la forma que usa la regla de cálculo) por ejem- 
plo para la imagen de 20 registramos log 2. Entonces en lugar de 
un isomorfismo tenemos un homomorfismo y podemos proceder, 
como en el diagrama: 


(28, 39) ————, aprox. 30 x 40 = 1200 


log 


(log 2,8, log 3,9) log 2,8 + log 3,9 


y el antilog de (log 2,8 + log 3,9) nos dará la respuesta correcta 
excepto por la posición de la coma decimal y esto nos da un valor 
aproximado de la respuesta. 


En el ejemplo de logaritmo, la adición fue la operación binaria de- Tema principal 
finida sobre el conjunto imagen que nos permite completar el dia- cl 
grama conmutativo y ninguna otra operación puede hacerlo. Así, 

una vez que la función junto con su dominio y la operación binaria 

sobre el dominio están determinadas, la operación binaria sobre el 
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conjunto imagen también queda determinada y por esta razón la 
llamamos operación binaria inducida. En la siguiente subsección 
consideraremos las condiciones con las cuales la operación binaria 
inducida puede existir y veremos uno o dos ejemplos, luego de ase- 
gurar su existencia ensayaremos a encontrar la operación. 


3.2.3 Búsqueda de morfismos 


La subsección 3.2.1 se dedicó a la pregunta: 


¿Existe una operación binaria [] sobre el conjunto 
F(4) tal que 


fla,) O f(a,) = fla, o a,) 
para todo a,, a, e A? 


donde como punto de partida tomamos un conjunto A con una 
operación binaria cerrada o, y una función f: A -——> f(4). Hasta 
ahora hemos intentado dar respuesta a la pregunta en forma pura- 
mente “ingeniosa”. Trataremos ahora de mirar el problema más 
sistemáticamente y nos preguntaremos si existe alguna condición 
que se pueda establecer únicamente en términos del conjunto A, 
una operación binaria cerrada + y una función f, que nos garan- 
tice la existencia de la operación inducida [] sobre f (4). 

Ejercicio 1 

Siguiendo las indicaciones de Polya conocemos la: 


Lista 1 


HL 


La lista que deseamos encontrar (definir) contiene solamente un 
elemento: 


Lista 2 
O 


¿Hay algún error al definir [] sobre el conjunto f(4) por 


fla) O fla,) = fla, o 47)? 


(Use las siguientes sugerencias.) E ES] 

SUGERENCIA: 

Ensaye unos pocos casos particulares (Polya xvi-xvii), por ejemplo. 
0)EA="R:; oes+; f = [x-——sen x, (xeR)l; 
MR: «ex; f=Lo 2 ISpemí 

(ii) A=R;  oes+; f =[x—x?, (xe R)]; 

(iv A=R;  oes+; f = ho 
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MB 3.2.2/3.2.3 


Definición 3 


>. * + 


3.2.3 


Discusión 


* * 


Ejercicio 1 
(15 minutos) 


Sugerencia para 
el Ejercicio 1 


Discusión de la sugerencia para la solución del ejercicio 1 


(i) Escogemos para a, y a, 


(ii) 


(iii) 


(iv) 


30 


31 
a; =T, de 


sen a; = (, sen a, A 


sen (a, + a,) =sen hi 
a == == ——— 

y dió A 
y, suponiendo que [] está definida como se sugiere, 

A 
y2 yl 
Pero la aplicación seno es una aplicación varios a uno y otros 

1 
y2 
1 : 
trasforma en 0 y 5 se trasforma en 7: ¿qué pasa si toma- 
mos y 


00 


elementos de A se trasforman en 0 y : por ejemplo 27 se 


1 1 
Verificamos que ahora obtenemos 0 [] Ya = JE 


Esto no podrá ser; para una operación binaria, la respuesta 
debe ser única. 


¿Puede ahora responder la pregunta del ejercicio? 


En este caso siempre existirán dos y solamente dos (excepto 
para 0) números que tienen la misma imagen. Así: 


f(x) = f(=x)= x? 

FW =Sf-y = y 
Si a, = 2 y a. = 3, entonces 4 [7 9 = f(2 x 3) = 36. 
Sia, = —2 y a, = 3, entonces 4 [7 9 = f(-2 x 3) = 36. 


Sin embargo, su elección de a, y a, se trasforman a 4 y 9 res- 
pectivamente, y encontrará 


409= 36 


Así, en este caso, la definición de [] en el ejercicio parece 
buena. 


¿Puede ahora responder la pregunta del ejercicio? 

a, = 2,4, = 3, entonces, 4109 = (2 + 3) = 25. a, = 
—2, 4, = 3, entonces 4 [79 = f(—2 + 3) = 1. Así la defini- 
ción de [] está resuelta como en (i). 

¿Puede ahora responder la pregunta del ejercicio? 


a, = 2, a, = 3, entonces 8 [727 = f(2 + 3) = 125, y no 
existe otro número en R que se trasforme a 8 ó 27 por esta 
aplicación. Como la función f es uno a uno en este caso siem- 
pre obtendremos una única respuesta para x* [] y”, a saber 
(x + y). 

¿Puede ahora responder la pregunta del ejercicio? 


MB 3.2.3 


Discusión 


De acuerdo con la experiencia lograda en el ejercicio 1 introduci- 
mos la definición 


Una función f con dominio A y una operación binaria 
> sobre Á son compatibles si, siempre que 

Fla,) = f(a,) 
Y 


flaz) = fías) 


entonces 
fía, o d3)= fía, o (4) 


41,42,03,04€ 4. 


(Veremos después que la compatibilidad es la condición requerida 
para poder definir la operación binaria inducida [] sobre f(4).) 


Ejemplo 1 

Conjunto A: R 

Operación binaria o: + 

Función f: x— osenx (x€eA) 
Sea 

a; = 0 

4 = T 

o 

e 4 

Entonces 


f(a,) = sen0 =0 
f(a,) = senr =0= f(a,) 


T 1 


flaz) = flas) = senz = 7 


Además, 
fla; o az) = sen o an A 


T 
A f(a, e 44) = sen dde 


Así, la función x —— sen x (x e R) y la operación binaria de adi- 


ción no son compatibles. ll 
Ejemplo 2 

Conjunto A: R 

Operación binaria o: x 

Función f: x—x? (xe 4) 


En este caso existen dos y solamente dos elementos con la misma 
imagen. Así, 


F) =fí(=0)= 


Sy) = F(-y) = y? 
A s 
Fx x y) = fíx x (y) = fll-=x) x y) = fx) x (—y)) 
= x?y? 
Así, la función x —— x*? (x € R) y la operación binaria de multi- 
plicación son compatibles. al 
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Tema principal 


A E 


Definición 1 


+ ww + 


Ejemplo 1 


(continúa en la página 32) 


Solución 3.2.3.1 


Siguiendo la discusión hecha en la sugerencia argumentamos como 
sigue: 


En (i) aparece que f es varios a uno y encontramos un inconve- 
niente. Se requiere que [] sea una operación binaria, es decir, debe 
dar una única respuesta a la combinación de dos elementos del 
conjunto imagen f(A). Como f(a,) y f(a.), considerados como ele- 
mentos de f(A4), pueden aparecer de elementos de A diferentes de 
a, y a, estamos en peligro, como se ilustra en (i), y no obtenemos 
la respuesta única que se requiere. 


No podemos intentar decir que la definición de [] solamente se 
cumple cuando f es uno a uno, y que en (ii) fes varios a uno y la 
definición se cumple. En (ii), claramente [J es X. En (iii) de nuevo 
la definición no se cumple; f es varios a uno. Podemos entonces 
intentar decir que la definición de [] solamente se cumple cuando 
existe una interpretación obvia de [], pero en (iv), la definición se 
cumple con una interpretación poco usual de [J. En este último 
caso f es uno a uno y la definición es siempre satisfactoria para 
funciones uno a uno. Esto es, dados A, « y una función uno a uno 
f, podemos completar siempre el diagrama conmutativo: 


o 
(tj 43) ====H4 943) 


S $ 


(f(a,), f(a,)) 
donde [] está definido por 

Fla) O f(a,) = fla, ea,) 
para todo a,, a, € A. 


fla, oa,) 


Es decir, siempre existe una operación binaria cerrada sobre f(A) 
que convierte a f en un isomorfismo. 


El problema es más difícil cuando f es varios a uno. En el siguien- 
te texto nos entenderemos con este caso. (Creemos que este ejer- 
cicio es “difícil” y más abstracto que los ejercicios anteriores. Es 
por esta razón que decidimos dar la sugerencia de ensayar algunos 
casos particulares. Si lo encuentra difícil, a pesar de la ayuda que 
tratamos de darle, le sugerimos que “lo deje a un lado” por un 
momento y regrese a él cuando termine el texto.) ES 


(continuación de la página 31) 
Ejercicio 2 
(i) ¿La función x -—> x? (x € R), y la operación binaria de adi- 
ción en R son compatibles? 
(ii) ¿La función 
x——>Ix] (xeR) 


y la operación binaria: (a) de adición, (b) de multiplicación 
sobre R son compatibles? 
(iii) ¿La función 


x -——> x; (el residuo obtenido al dividir a x por 5) (x e Z) 
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Solución 3.2.3.1 


*.or o* 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


y la operación binaria: (a) de adición, (b) de multiplicación 
sobre Z son compatibles? 

(iv) Si la función es uno a uno, ¿qué se puede decir de la compati- 
bilidad de una función con dominio A y una operación binaria 
sobre A? 

(SUGERENCIA: Considere la implicación del uso de la pala- 
bra “siempre que” en nuestra definición de compatibilidad.) 


Podemos hacer ahora el último paso y mostrar que: 


Si fes una función con dominio A y una operación bi- 
naria compatible + , entonces podemos definir una ope- 


ración binaria inducida [J sobre f(A) por 
fla,) O fla,) = fla, az) 


Como vimos el único error que se comete al tomar la ecuación (1) 
como una definición de [] es que el resultado de combinar los ele- 
mentos de f(4) puede no ser único. Esto ocurre porque f(a,) pue- 
de ser imagen de otros elementos de A y similarmente para f(a.). 


Supuesto que 
fa,) = flaz) 
y 
Fay) = flas) 
para Q,, Q,, 4,, A, E A, entonces por unicidad se requiere que 
fla) O flay) = f(a,) O flas) 
Esto implica que 
fla, o ay) = fla, o as) 


Las ecuaciones (2), (3), y (4) son exactamente las condiciones para 
la compatibilidad de f y >. 


Así vemos que la condición para la unicidad de [J, como se definió 
en la ecuación (1), requiere compatibilidad. Además, la compatibi- 
lidad (ecuaciones (2), (3) y (4) ) garantiza que [J, como se definió 
en la ecuación (1), es una operación binaria. En la definición de [J 
de la ecuación (1) se pedía que la función f fuera un morfismo de 
(A, o) a (£(4), (7). Por tanto vemos que 


La compatibilidad de f y + garantiza la existencia de 
un morfismo. 


Ejemplo 3 


Conjunto A: R* 
Operación binaria >: + 


Función f: PA. (x € A) 
Xx 
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Texto principal 


e e de 


Definición 2 


Ron ue 


Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


Ecuación (3) 


Ecuación (4) 


Conclusión 


... . 


Ejemplo 3 


(continúa en la página 34) 


Solución 3.2.3.2 
(i) NO. Ejemplo: 
$ (2) = f(-2) o $ 
f(—1) a dE PERO fQ +1(-1) 4 f(-2 + (-1)L 


(1i) Solamente es compatible con la multiplicación. 

(iii) Es compatible con la adición y la multiplicación. 

(iv) Para la compatibilidad se requiere que si f(a,) + f(a,) para 
cualquier par de elementos diferentes a,, a. e A y f(a, oa;,) 
es igual a f(a, o a,) solamente cuando 


f(a,) = f(a,) 
flay) = fla) 


(Ver la solución del ejercicio 1.) EE] 
(continuación de la página 33) 


Esta es una función uno a uno, por tanto la condición de compati- 
bilidad se cumple automáticamente y por tanto sabemos que 
existe un morfismo que es un isomorfismo. 


+ 


0) E Y 


f f 
11 o _fal..1 
>) o 


El conjunto imagen en este ejemplo es el dominio, y así, para de- 
finir [] (si es posible) necesitamos determinar a [] b, donde a y b 
pertenecen al conjunto imagen. Hacemos esto como sigue: 


Sea 

1 

-=4, =-=b 

X y 
Entonces 

1 ab 
b = _—"— = — 
PERET Ta 
a b 

lo que nos da una regla para [] le] 


Ejercicio 3 
(i) Extienda la investigación del ejemplo 3 a fin de obtener una 
regla para [] cuando la operación binaria original o es la mul- 
tiplicación. 
(ii) Similarmente investigue: 


Conjunto A: R* 
Operación binaria >: + 


Función f: x——>logx (x€ 4) |] 
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Solución 3.2.3.2 


Ejercicio 3 
(5 minutos) 


3.2.4 Unidades y dimensiones 


La idea de morfismo es muy importante para entender las mate- 
máticas como cuerpo unificado. En esta unidad solamente hemos 
desarrollado el principio de la historia. Cuando avance en este 
curso encontrará muchos ejemplos de morfismos y desarrollará el 
concepto en unidades posteriores. Nuestra experiencia nos dice 
que la materia expuesta en esta unidad es bastante difícil enten- 
derla en la primera lectura, pero como volvemos sobre este con- 
cepto varias veces, encontrará que el concepto de morfismos se 
asimila gradualmente. 


Concluiremos esta unidad con una breve introducción sobre di- 
mensión, tema de mucha importancia práctica. Introducimos aquí 
este tema ya que él nos da una ilustración, particularmente buena 
del concepto de morfismo. Como las dimensiones están directa- 
mente relacionadas con el concepto de medida, comenzamos con 
una corta discusión de la idea de unidad de medida. 
a ES 

La longitud del segmento AB no se puede expresar usando única- 
mente números, por ejemplo, decir que su longitud es 4,5 es bas- 
tante insensato. Decimos 4,5 pulgadas, 4,5 centímetros o 4,5 veces 
la longitud de algún segmento previamente determinado, si deci- 
mos “4,5 cm” esto será completamente significativo solamente si 
ya se ha determinado lo que se entiende por un centímetro. 


Así para expresar el concepto de medida significativamente, es ne- 
cesario elegir una unidad de longitud. La elección de tal unidad 
puede ser bastante arbitraria, siempre que esté propiamente defi- 
nida. Dos unidades que son comúnmente usadas son la yarda y el 
metro y ellas están definidas en términos de longitudes estándar. 
Originalmente una longitud estándar fue la distancia entre dos 
líneas paralelas talladas en una barra de metal (bronce en el caso 
de la yarda y platino-iridio en el caso del metro). En 1960 la lon- 
gitud del metro fue definida en términos de la longitud de onda de 
la luz naranja emitida, con ciertas condiciones específicas, por un 
átomo de criptón de masa 86, y desde 1963 la yarda fue definida 
en términos del metro. (No se necesita memorizar estos detalles). 


Una vez obtenida la longitud estándar, podemos repetirla a lo lar- 
go de una recta y así obtener longitudes de 1, 2, ..., n unidades y 
podemos inmediatamente obtener longitudes de p/q unidades don- 
de p, q € Z:. 


En forma similar podemos obtener unidades midiendo otras can- 
tidades físicas. Por ejemplo, podemos definir el kilogramo como 
unidad de masa y el segundo como unidad de tiempo. Estas dos 
longitudes están definidas sin referencia a nuestra unidad de lon- 
gitud que previamente hemos definido, es decir, las unidades de 
longitud, masa y tiempo son mutuamente independientes. 


Es posible elegir unidades independientes de todas las cantidades 
físicas mensurables, pero es mucho más conveniente, y aquí lo ha- 
remos, elegir unidades que se deriven de las básicas, masa, longi- 
tud y tiempo. Para la velocidad, por ejemplo, podemos elegir como 
unidad “metro por segundo” que es una unidad derivada del me- 
tro como unidad de longitud y del segundo como unidad de tiem- 
po. Si cambiamos las unidades básicas, la unidad derivada tam- 
bién cambia. 
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3.2.4 


Discusión 
* 


(continúa en la página 36) 


MB 3.2.3/3.2.4 


Solución 3.2.3.3 Solución 3.2.3.3 


(i) Para la multiplicación, tenemos 


F S 
E 
xy EP ES 
a0b==0axb 

ah 


es decir, la regla para [] es igual a la regla para X. 
(1i) La aplicación log es una función uno a uno, entonces pode- 
mos definir f(x) [Jf(y) = f(x + y), es decir 
log x O log y = log (x + y) 
Si 


logx = a 


log y = b 
entonces, definimos sobre el conjunto imagen R 


a [] b = log (antilog a + antilog b) hd 


(continuación de la página 35) 


Supongamos que tenemos alguna cantidad física, $, por ejemplo; Tema principal 
$ puede ser velocidad, aceleración, fuerza o trabajo etc.* Supon- *o* 
gamos que la unidad derivada de $ depende únicamente de las 

unidades básicas de longitud, masa y tiempo. (Esto se supone, 

porque esas unidades no son adecuadas para algunas cantidades, 

en electricidad, por ejemplo). Ahora definimos la dimensión de $ Definición 1 
por los símbolos. 


Notación 1 
A e 


donde a, f, y son valores numéricos apropiados para $ en un con- 
junto consistente de unidades. (También, podemos definir la di- 
mensión de $ por la terna ordenada (a, f, y).) 


* Las letras griegas que aparecen en esta página se pronuncian como se muestra entre 
paréntesis. 


¿$ (phi), a (alfa), B (beta), y (gamma). 
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Ejemplo 1 
¿$ denota velocidad. 


La unidad derivada requiere que la unidad de longitud se recorre 
en la unidad de tiempo, como ya hemos visto. 


Si aumentamos la unidad de longitud y mantenemos constante la 
unidad de tiempo la unidad derivada de velocidad debe aumentar- 
se por algún factor. Si aumentamos la unidad de tiempo y mante- 
nemos constante la unidad de longitud, entonces la unidad deri- 
vada de velocidad debe disminuirse por algún factor. 


La unidad $ es entonces directamente proporcional a la unidad 
de longitud e inversamente proporcional a la unidad de tiempo. 
Así, B = 1, y = —1 para q y, como la masa no tiene influencia, 
a = 0. Las dimensiones de y son 


MO? 10s qa (6.10, 1.=1)) 
ET ==. 7 


Ejercicio 1 
(i) ¿Cuáles son las dimensiones de la aceleración? 
(ii) De la ecuación 


F=mxa 


En [Eee E 


deducir las dimensiones de la fuerza. [Es] 


Si una ecuación relaciona varias cantidades físicas también rela- 
ciona todo sistema de unidades, entonces las dimensiones en los 
dos lados deben ser iguales. Podemos definir la “multiplicación” 
de expresiones dimensionales por 


(MILITO) x (MULA TO) = M9 LIB 


(a, B,)) x (21,B,y)=(0+0%1,B+B,,y + 71) 


Así tenemos un método simple para comprobar cuándo una ecua- 
ción es correcta, también para determinar la dimensión de cons- 
tantes de proporcionalidad que frecuentemente se encuentran en 
las relaciones entre cantidades físicas. El análisis dimensional es 
una materia que requiere un estudio aparte, no discutiremos más 
de lo necesario para nuestro propósito. 


Podemos usar análisis dimensional puesto que el morfismo de can- 

tidades físicas a sus respectivas dimensiones preserva la “multipli- 
.. ” 

cación”. 
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Ejemplo 1 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Tema principal 
o 1 


Ecuación (1) 


MB 3.2.4 


Podemos representar este morfismo por* 


(6, 4) ————bxy y 


dim dim 


(dim (4), dim (4)) ————dim (6 x Y) = dim ($) x dim (y) Notación 2 


donde $, y € P, el conjunto de cantidades físicas y “dim” es la 
función que trasforma una cantidad física en su dimensión. 


Tenemos dos veces X en el diagrama conmutativo, pero ninguno 
es el x usual en R. El x inferior está definido por la ecuación (1), 
y el x superior es la combinación de cantidades físicas tales como 
ma = (m x a) en F = ma. Sin embargo, usamos el símbolo x en 
lugar de inventar dos símbolos especiales, puesto que aquí hay 
poca posibilidad de confusión. 


Antes de darle un último ejercicio damos una lista de dimensiones 
de algunas cantidades mecánicas. 


Cantidad 


Velocidad 

Aceleración LF 
Fuerza MET 
Trabajo (energía) ME? T=* 
Angulo sin dimensión 
Velocidad angular 1 


Aceleración angular 
Momento de inercia 


(Aquí “sin dimensión” significa que dim (ángulo) = M'L*T", es 
decir que la unidad de ángulo no depende de la masa, longitud o 
tiempo.) 


Ejercicio 2 . Ejercicio 2 
(i) Dada la ecuación de gravitación pics: 
m,m 
ao 
donde 
F es fuerza, 


m,, m, son masas, 
d es la distancia que separa las masas 
G constante de gravitación 
encontrar las dimensiones de G. 

(ii) ¿Cómo puede definir la unidad de fuerza para que G, definida 
en (i), tenga unidades iguales en todo sistema consistente de 
unidades? 

(iii) ¿Por qué el solo análisis dimensional es incapaz de darnos el 
valor numérico de una constante particular tal como G? MW 


* La letra griega y se pronuncia “psi”. 
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3.2.5 Resumen 


En la segunda parte de esta unidad hemos desarrollado la idea de 
morfismo que está definido como la función 


F:(A, )——(£(4), OD) 
tal que f(a,) O fla,) = fía, 42) para todo 4,,4,€ 4. 
La condición necesaria y suficiente para la existencia de un mor- 
fismo es que f y + sean compatibles, es decir, si 
fla,) = f(a,) 
> 
faz) = fla,) 
entonces 
fla, az) = fla, > aa), donde 4,,4,,43,04€ A. 
Si fes una función uno a uno, esta condición se satisface automá- 
ticamente. 
Si fes uno a uno tenemos un ¡somorfismo. 
Si f es varios a uno y es compatible con +, tenemos un homomor- 
fismo. 
Los morfismos aparecen en muchas ramas de la matemática y son 
un concepto unificador. Ellos también son útiles dando alternati- 


vas (y a menudo facilitar) métodos de cálculo (como en el uso de 
los logaritmos para simplificar la multiplicación). 


Un ejemplo simple pero frecuentemente útil de un morfismo es la 
“teoría de dimensiones” que se púede usar para encontrar la “for- 
ma” de una ley física cuando se conocen las cantidades físicas con- 
tenidas en la ley. ' 
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3.2.5 


Resumen 
. 


Solución 3.2.4.1 


(1) LT" (6 (0, 1, —2)) 
(ii) MLT-” (6 (1, 1, —2)) 
(Nótese que, si “dim” representa la función que trasforma una 
cantidad física en su dimensión, tenemos que 
dim (F) = dim (m) x dim (a) 


donde Xx es la operación binaria definida por la ecuación (1) en la 
página 37.) L 


Solución 3.2.4.2 


(i) M” L?* T?. Como las dimensiones en los dos lados deben ser 
iguales, tenemos 


M? 


2 


MLT7? = M*L*T? 


donde la dimensión de G está representada por M* L£ T”. 
Esto da a = —1,f = 3, y = —2, igualando separadamente 
las potencias de M, L, T. 

(ii) Definida como la magnitud de las fuerzas ejercidas sobre cada 
uno por dos unidades de masa en la unidad de distancia que 
las separa. 

(iii) Ya que la función dim: P ——> dim (P) es un homomorfismo. 
Así cualquier medida de longitud, por ejemplo 


3 metros 
6 metros 
8 pies, etc. 


se trasforma simplemente a L, y la información contenida en 
el valor numérico se pierde. E 
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M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 
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Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites I 
Computación Il 

Integración 1 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación l 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica Il — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística HI 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal HI 

Números complejos I 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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